





Sia l rq ... q Z. un sistema di coo dinate nello spazio e Sla
( 1. l ì (q, ) Z - <b(qz)
una trasformaz'one invert bIle.
Sia pOl P - (q z) un punto di una superficie regolare
o o o
Sn dl' equazlone cartesiana










p. = - -~-
l af
az
esprlme l 'ortogonalità fra lo spostamento (dq,dz) tangente alla super-
ficie e il vettore (p. ,-l).
l
La relazione (21, scritta nella forma:
(1.3') af+ -'-- dz = O
az
sotto la trasformazione (l), che porta la (2) nella
(2 ' ) -f (QZ) = O
-(dove f (QZ) - f q(~Z), z(<bZ)J ,),
diventa
- r - - r -
- aQ . f
" Z) k .af 'Q .f Z_T ,





(1 . 4 ) af dQr + af dz OJQr -al
- -
o anche,posto: P. af / af- - aQl al •,
(3") dl - P.dQ' - O •,
Inoltre, se
g(qz) = O
è l'equazione di una seconda superficie
ti ln P, cioè se
o
n n n


























e analoghe. si ha, con notazioni OVVle:
D = ,P' .
, k k'






e quindi le superfici trasformate S e [ sono pur esse tangenti fra
loro.
2. Trasformazioni di contatto.
Ci s i può porre un prob1ema pi ù genera l e de l precedente. Sia da to i n
Rn+ 1 un camoo di vettori covarianti p. = p.(qz)
l l
Sia assegnata. pOl la trasformazione, nilÌ generale, della (1) .
(
JQi 1 Z p) o= ~ (q • "'.(qz p), , . -
(2. 1 ) 1 l)Il = ~(q z p) ( i = 1. .. n)
-
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Si vuole sapere sotto quali condizioni la relazione
(2.2)
•,
dz - p. dq = O,
implica necessariemente la relazione
(2.3) dl - P.dQ' = O .,
In forza della (l) il primo membro della (3) è della forma:
(2.4)
•,





dove le a,b,c sono funzioni di z,qp.
In virtù della (2), la (4) si può scrivere
•
dl - P.dO' (ap.+b.)dq, ,- + C dp., , , ,
•
l'i ndi pendenza de 11 e
,
dP. , è nulla solo seche, stante dq , se e,
ap.+b.-O, ,
La (4) s, riduce quindi:
•,
c = O
(2.5) dl - P.dO', = a(dz -
•,
p.dq ),
(sostanzialmente a è un moltiplicatore di Lagrange).
Se p. =,
rif l n
--",' dove f è una funzione delle q ... q ,
aq l e (2) ra ppre-
sentano l 'ortogona1ità fra lo spostamento tangente alla superficie 5 di
equaz,one z = f(q) e il vettore (Pi,-l) .
Le p. sono allora funzioni di q,z e sostituendo queste funzioni,
nelle
•,
~ , ~ ed eliminando le q si ottiene una equazione l - F(Q).
Le P.• in virtù delle (3), sono ortogonali a questa superficie. E' evidente,
che due superfic,. tangenti nella rappresentazione qz. si mantengono tan
genti nella rappresentazione Ql.
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Una trasformazione (l), per la quale sussista la (5), e detta tra-
sformazione di contatto non omogenea.
Se nello spazio Rn+l si trattano tutte le n+l variabili simmetri
camente, conviene scr1vr.re le (l) nella forma:
(2.")
• •
l lQ = ~ (qp ~ ; p = f.(qp)
l l
l = l ... n+ l
. d d (n+l),nolntro ucer. o uno componente f-l del vettore covariante p.
In questo caso il procedimerto già seguito porta a scri~ere la (5; nel-
la forma:
= a P. dQ l
l
e in questa conV1ene prendere a = l, cambiando per es. la scalò c'el ve,
tori P ..
l
Una tra~formazione (l') che soddisFi 'ò relazione




e detta trasformazione di contatto omogenea.
_._-------_ .._~- -
La trasformazione non omogenea può pure essere ca ra tterl ZZ ata J> 1
(5 ) ne 11 a quale Sl divida oer a , e Sl ponga
o. p. n+l
D • .1 •
-p. _l Z = q,l a l a
Con cià Sl ha:
c dO l _
l
n+l,dq - P dq
o
(,=l ... n).
Sostanzialmente non Vl è quindi differenza fra trasformazionl di
contatto omogenee e Quel le non omogenee: si tratta di due descrizlon 1 dl
verse della stessa situazione, dove, nel primo caso, le variabili sono trar
tate simmetricamente, mentre, nel secondo caso, una variabile viene 150;atè
dalle altre. Tuttavia è conveniente trattare separatamente le 1ue fo,'me
della trasformazione perché le trasformazioni omogenee si prestano a una
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trattazione più semplice che può essere utilizzata per le trasformazioni
non omogenee.
3. Trasformazioni di contatto omogenee.
Si consideri la trasformazione (2. l) .




per la quale sussista la (2.6)
. (3.2)
• •
l l9.dQ = p.dq
l l
Esplicitando mediante le (l ) Sl ha
k k
(3.3) \( H dq l d$ do. ) p.dq ldq1 + -'j D . l l
. l
Per l'indipendenza dei differenziali
necessaria e sufficiente
non sono tutte nulle, la matrice

















= p.dq l lwk
•kSe l e
(3.4)
Sia n-r i l suo rango. Allora fra le k$ , considerate come funzioni
(" = 1. .. r )
delle p, sussistono r relazioni non contenenti queste variabili. Tal1
relazioni dipendono invece in generale, come è ovvio, dalle q.
l n l nF (q ... q , $ ... $ ) = O
.,
o anche
(3.5) l n l nF (q ... q ; Q ... Q ) - O,
in base alla (2) l 2n differenziali dql, dQk non sono indioendent
Il numero dei differenziali indipendenti si ricava dal numero delle"
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dQ l _ O
La (2) e conseguenza delle (6)e costituisce
algebrico di r+1 equazioni nelle 2n incognite
con queste
• •
l 1dq ,dQ .
un sistema
Esoi S tE:
dunque una combinazione lineare nulla delle righe della matrice del S1-
stema:
(3.7) CLP. - o
l
a
- p. - P
1
- O •
Queste relazioni esprimono l vettori p,P come trasformati l'uno
de 11 ' altro.
Si consideri il sistema di n equazioni lineari nelle r incognite • •• •
(3.8) ap - - p.
l
I aF l' -Il suo rango è r. Infatti il rango della matrice aQ' e r ln virtù
del secondo sistema (3.4) e quindi il prlmo sistema (7) ammette r solu-
zioni indipendenti 'l ao . Le o indipendenti sono in numero di r anche





equazioni del sistema (8) corrispondenti ad
un minore non singolare di ordine r , si ricavano le pa che sono quin
di funzioni lineari di r delle p. Introducendo poi queste espressioni
nelle restanti equazioni del sistema (8) si ottengono n-r relazioni
fra le qQp, lineari e omogenee nelle p. Accoppiando queste n-r rela
zioni alle r relazioni
•
ni rispetto alle Q'. si
(5) e risolvendo questo complesso di
•










p., ln forma lineare e omogenea, le Q'
l




sono quindi omogenee di grado zero nelle p e cioé
(3.9) - O (i - 1. .. n) •
Inoltre dal prlmo sistema ( 7) : ClP. = P
1
poiché le p sono
contenute solo nelle ClP e vi sono contenute linearmente, si vede che
le ~.(=P.)
1 1
sono lineari omogenee nelle p..
1
Perché il sistema ~.
1
ammetta soluzione unica la matrice
deve avere rango massimo.
Sotto questa ipotesi ricavando le dal • sistema (4 :w prlmo•
•
'ò~ 1 1Iòq I
~. -
1 • 1fò<p Ilòq 1
( 1 HlH' .ma_I indica che la 1 co l onna de 11 a matrice è stita sostituìòql òql





ò<l> O• -ÒPk ò~
òq
ossla •1 1 1ò1 òt O-ÒPk òq
e questo è lo sviluppo,secondo la prima riga, del determinante.
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l n







-- P1aql • • • • aql




òqn • • • • aqn Pn
Di conseguenza SI ha:




è integrabile se e solo se le À kr sono simmetriche negli ;~dic;. (La
dimostrazione viene lasciata come esercizio).
~
Moltiplicando allora per :~k si ha
•ò~J a/ k m ò~J ~a~
òqK = À aqm aqròPk
e analogamente
• ~ •òd>J k m a~J ta<1> a~
a<iK - À a<iK aqm •aP k
Per la simmetria delle SI ha sommando
(3.11) - O
che sono ancora condizioni di integrabilità del sistema (10). ce




\ - . .
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•Siano date, viceversa, n funzioni ~(qp). Si r1conosce che esse ln
dividuano una trasformazione di contatto omogenea se soddisf~no le tre
b) la matrice,









c) le PP delle sono nulle.
Siano infatti n soluzioni del sistema
d ) - p.l
k
C~~ l per la b))
a11 ora, essendo per l e c)
; t~. (~ ~ ) - O-l
Sl ha, usando le condizioni d) e a ) e l a ( 4 ) :
l t l t ta~ a<!> a~ :':;1; a~ Ow aqK- - 'l'. 'aq-K - Pk -• •l aPk l :!p aPkk
ossla l t
(,' . a<!> ) a~ Oaqf - •l aPk
- O'l'.
J
La condizione b) assicura che questo sistema possiede solo la solu-
Zlone nulla,





•Condizione necessaria e sufficiente perchè un sistema di funzioni
determini una trasformazione di contatto omogenea per la quale le
univocamente determinate è che siano soddisfatte le condizioni a)b)c)
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4. Interpretazione geometrica.
Si consideri il caso 1n cui esiste una sola equaz10ne (3.5)
(4. l ) F(q,Q) - O
E' conveniente introdur'e gl
- -n
e A(Q) e R .
•spaz1 Rn ed -nR dove nA('~) e R
corrispondono. mediante la (l), a
la (l) é l'equazione di una varietà (n-l) dimensionale
nq, cioé un punto A eR,
o
- -n
=A c R :
J
P. Volendo
delledi valoriolan'Assegna ta una
tutti i punti di
Ao
-
sceoliere. fra punti di 1: un punto determi na to, •l e necessarlO as-
- . Ao
....
• al punto A vettoreSOC1are un po •o
Questo si può vedere in base alla discussione fatta nel n° preceden
te direttamente dalle (2.1'). Le relazioni (2.1')
rOi l- $ (qp)
(4.2)
ì pi - ~ . (qp)l
'-
quando sussiste la (2.6), implicano la (4.1). Ciò vuol dire che, posto
q = qO nelle (4.2). al variare delle p, le prime n delle (4.2) for
pla




, mentre la seconda
Ilo
-





tiene introducendo nelle (4.2) accanto alle q , le componenti di un
o
~








aq l ' P. = o,
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~ -i l vettore Po(qo[lo) è ortogonale a [ nel punto Ao(qo ,po) .A
o
In tal modo le (4.2) fanno corrispondere all 'elemento (n-l) dimen
n - -
sionale (q, p) "v l tR , l'elemento (n-l) dimensionale (CP)"V l c -n- n- - A'
D'a ltra pé rte l a (l) fì cor -i spondere a
ovviamente cassante per e se l n
~ una superficie











dalle (2) alla normale
La superficie
precedentemente conside-
e diversa da [-.
Ao
n' che è legata
[-
Ao
dà luogo, mediante la (l), ad una superficie
Po










-Un altro punto A'e =
1\
ra to. i; qua le. 1n
che al punto
ln
-portata a fA in A'.
o
Cos ì per p
o
passano infinite superfici date dalla (l)ognuna corrl




E' ovvio viceversa che. ad es .• per
s[londente ad un diverso punto di
ognuna corrispondente ad un diverso punto di
covarianti diverse.















(vedere l'identica discussione nel n° 5 del Cap. VI: tale di~,cussione
poggia sulla (3.12) dello stesso capitolo e questa formula è analoga
alla (2.6) del capitolo presente).
Sia assegnlta ora 1n qn una superficie S di equaz10nl! f(q) : O.
-n -Ad punto A € S la ( 1) , R superficie EA Co-ognl aSSOC1a 1n una •o
o
me 51 e visto or ora, per individuare,mediante le ( 1) un pun';o parti co
1a re i n
..
occorre dare un vettore p. Si scelga il vettore
o
af
p l - À aq i
-
.. •
e Sla A i l punto di
'A corrispondente a p . A A corrispondeo o o
o
1n Rn una superficie 1:- con la seguente proprietà: la normale aA
o
..
• A ha la direzione di quindi è norma 1e ad S.LA 1n po eo
o
In tal modo che (2) aSSOC1ano al
famiglia (l) che è tangente ad S
punto A € S una superficie della
o
in A . Poichè ciò si può ripetere
o
per tutti i punti di S. si conclude che dalla famiglia (1), riguard~
ta come una famiglia di superfici negli n parametri O, si può estrar
re una famiglia parziale della quale ogni membro è tangente ad S 1n
un punto. La superficie S è quindi l' inviluppo di questa famigl ia
parziale.
Le componenti afp, : À delle normali ad S sono funzioni dellel . (lq1
coordinate del punto di applicazione:





i i l' -O : ti> .q, ~ (q ) " Al
-
variare di A su S 51 ottiene allora una superficie S la quale,
essendo le Q vincolate dalla relazione f(q) =O. è la trasformata
-di S. Se ci Sl sposta su S Sl ha
l l
dqkdO l ( ati> ati> ~~- )- aqK + aPr aq
dove l e dq k lungo S, e cioè sono ta l isono prese che
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af dqk = Oaqk •
Moltipl icando le precedenti P. • haper s,,











(4.4) P.dQ' , O- p.dq -, ,
-
- dQkDetta f(Q) - O l' equazi one di S, poiché le sono spostamenti
-
tangent i a S, le P. che per le (4) sono ad essi normali, sono del ti po,
sono parallele e le due superfici sono tangenti ,n
-
P. af- waqi,
Si scelga ora S punto A •su un e s,a
o
-n Si prenda i 1R . ancora su LA punto Ao
o
bf I







Perciò le normali a
















Allora all 'elemento di





- -A . Ripetendo ciò per tutti i punti di S, si vede che questa superficie
n
é inviluppo di una famiglia parziale di superfici -nL C R , appartenente
alla famiglia di superfici (l) negli n parametri q.
E' evidente la simmetria fra gli spazi e -nR •
Se le equazioni (3.5) sono in numero di r, esse definiscono una var,e
tà ad n-r dimensioni. Quindi un punto Ae Rn ha come trasformatD un







01 _ ~l(qp) . d' 'd~ 1n 1V1 uano su• •equaz10n1
-A. Le restanti
-
vettore covariante p., le n
1
-'n-r
soci ano in A una normale covariante a Lp :infatti ogni spostamento
- n-r - aF .
su fA 1n A soddisfa alla relazione ao i d01 = O )SSla
- n-r
LA un punto determi na to
aFCI
•
CI dÒ 1 O; di le (3.7) P.d01 O. Perciòp - conseguenza per ~ -
ao 1 1
- n-rP. e, come Sl e detto, normale a Lp •1
•
Come per i l caso r; l , assegnata una superficie f(q) = O e deter
-
•
- 01 1minata la sua trasformata f(q) = O (dove nelle - ~ (qp), i n l uo-
or -go delle p s1 pongano le aq ,- calcolate su S) , la S, 1n ognl suo
punto, è tangente ad una - n-rL in un punto opportuno di questa.
Infine una discussione analoga si può fare partendo, anziché da una
superficie S assegnat3 di equazione f(q) = O. da una varieta ad UrI




In tutta la discussione precedente è fondamentale il fatto che le
.t come funzioni delle
implica che, fissate le
o, siano fra loro dipendenti: tale dipendenza
•
1q nelle (2), al variare delle p Sl ottengo
. 01no punt1 non arbitrari, ma appartenenti ad una E.
5. Proprietà delle trasformazioni di contatto omogenee.
La discussione precedente può essere invertita: si ricon0sce 1n tal
modo che l'esistenza delle varietà F del n° precedente ha un ruolo
"di condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza di una trasforma
zione di contatto omogenea.
Siano assegnate r • •equaz1Onl :
( 5 . l ) F (qO) = O
"
(Q - 1. .. r)
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e s, supponga che le F, come funzioni delle q, siano indipendenti. e
•s, a r._aF"
aq
In corrispondenza ad ogni npla di valori delle O, le (l) sono le
cioé il rango della matrice
-equazioni di una varietà ad n-r dimensioni. Per individuare le norma-
• •
li a tale varietà, si osservi che, indicando con dq' (i = l .... n)




p .dq = O,
In altri termini il vettore di componenti
al vettore di componenti dq' tutte le volte
sfa alle relazioni (l), ossia alle relazioni
p. deve essere normale,




dq' - O (o.-l ... r)
•
o ancora sotto la condizione che le dq' siano legate dalle (3). Appl~
cando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si vede che i vettori nor
mali alla varietà sono tutti e soli della forma:






equazioni (l) e (4) costituiscono un sistema nelle n+r
l nO .. ·0 , 1. 1" .À r · Poiché valori arbitrari delle ,forniscono
sempre normali alle varietà (l) è chiaro che tali parametri non hanno
un particolare interesse e conviene eliminarli fin dall 'inizio. In effet
ti il sistema (4) è equivalente al sistema di equazioni ottenute ugua-
gliando a zero i minori di ordine r+l della matrice
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aF l aF l
I l • • • n! aq aqI
I
1
1 aF aFI r r
I l • • • naq aqI
I '.
I
i Pl PnI • • •
Naturalmente delle n( ) equazioni che in tal modo si cttengono
r+ l
tali equazioni sono, con notazione ovv,a, della forma:
interessano unicamente quelle alle quali si perviene uguagliando a ze-
ro i soli n-r minori contenenti un minore di rango r della matrice
:aFa .
: aq'! .
I aF 1 aF l aF lI












pertanto lineari omogenee nelle p. Ogni eventuale soluzione
n
... ~ (qp) è quindi omogenea di grado zero nelle p.
Il sistema (l) (5) è risolubile rispetto alle Q se le F
)
sono
indipendenti come funzioni di tali variabili cioè se la matrice
•iaF\lla01 ha rango r. Queste soluzioni siano:I •
(5.6)
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Riintroducendo le (6) nelle (l) si ottengono delle identi":à. Deri-
vando queste identità si ha:
(5.7) ~+ , f10ka .
k






Sostituendo le (6) nelle (4) si r1cavano certe funzioni -A • Posto
Cl
(5.8) -~. - - À
l Cl
S1 vede che l e ~. 1n virtù delle (7) soddisfano le seconde delle
l
(3.4) e quindi le funzioni l individuano una trasformazione di~ ~. con
l -
tatto omogenea.
La condizione sufficiente perché ciò avvenga é che il sistema (l)




r r O O--
aQ l • • •aQn
a2F ?(5.9) a F aF l aFCl Cl rÀ - À = ~l l ••• l n l ••• lCl Cl





n l • • •<l Cl n n





come si é detto, sono irrilevanti, perché ogni loro




una normale alla varietà (l)). D'altra parte come Sl vede da uno svi-
luppo esplicito, il non annullarsi della matrice (9) implica che le matrici
e




funzioni di 2n variabili Ql l tali che la matriDate r F e q
"
data d,ll a (9) • singolare sulla vari età F Oce Sla non - per
a
tutti i valori delle l" le equazioni (6) e (8), individuano una tra-
sformazione di contatto omogenea.
Per una trasformazione di contatto (2.1') le condizioni precedenti,
relative alle (3.5) sono necessariamente soddisfatte. Dalla simmetria
della matrice (9) segue che, scambiando il ruolo delle q e delle Q




l -q - <t>(QP) ; p. = 0/ .(QP) .
l l
Questa trasformazione è l'inversa della (2.1'), come è evidente.













p. - 0/. (QP)
l l
n . =" .(qp)l l
•










Poiché la trasformazione identica Q' _ q';
te una trasfol'mazione di contatto omogenea, il
P. = p. é certamen-, ,
complesso delle tra-
sformazioni d' contatto omogenee ha le proprietà:
l) la composi::ione di due trasformazioni di contatto e una tl'asforma
zione di c 'ntatto
2) ogni trasf<lrmaiione di contatto anvnette una trasformazione ,nversa,
che é pur ,!ssa una trasformazione di contatto
3) esiste la:rasformazione di contatto identica.
Di consegu.mza il complesso delle trasformazioni di conta~to omo-
genee in 2n variabili costituisce un gruppo.
Naturalmen':e oer la trasformazione (10) si hanno le analoghe delle
(3.4)
k ,
(5.11) o. aq • p. aq O
-QT< - Pr , =aP k •. , ,
•
Derivando le prime rispetto a QJ s, ha
• •, ,
ap. aq ap. aq, ,
O- -•
aQk aQkaQJ aQJ
o. i nd i cando i l prlmo membro con (QJ. Qk)
(5.12) •
L'espressiJne jQj ,Qk) e detta la parentesi di Lagrange (PL) delle
j kquantità Q,~.









e le seconde rispetto
( l ) osservare
Infatti l e
che nelle equazioni delle PL la



























Usando queste relazioni è facile rlcavare la relazione che sussi3te fra
le PL e le PP dalle 2n funzioni u. Si ha, scrivendo esplicitamente
le somme:
n CIS CI uy)CI~l (u u ){u -
au
Cl
auB au" B aPe aqo apo aq"( au )( )- E aqK - aqr - -'l,K,(~ aPk aPk auCl au Y auy au~
- E (
cioè
(5.15) ( CI B. CI Y BUU){uU}=6
Y
Se per es. si ha g QBU - , Uy -- QY 1, a somma precedente vale





[ Cl 6 Cl (P ,Q6){p ,P l) OE (Q ,Q ){Q ,P"d+ ..
et Cl Y
e
zl(Qo ,P~){QCt,QYl • (P ,P ){P ,QY\l = 6Y •
o B Cl • B..
Utilizzando le (12),(13) 2 (14), le ultime tre relazioni diventano
(5.16)
Queste relazioni, assieme alle (12),(13 e (14) sono fondamentali:
esse non sonc però caratteristiche delle trasformazioni di contatto
omogenee (vecere il n. 7).
La PP goce di una proprietà notevole e di grande util ità. Date
tre funzioni f 9 h delle q,P slfssistel'identità,dettaiden
tità di Jacot i:
(f(g h)) + (h(f g)) + (g(h f) = O
che Sl puo d'mostrare con un calcolo dil'etto.
Infine è 'mportante la seguente proprietà delle PP: la PP di una
generica coppia di funzioni è invariante sotto trasformazioni di con-
tatto omogenee(anche per questa proprietà V. n° 7): infatti se u(qp),
- -
v(qp) sono due funzioni delle q,p, si indichino con u(QP) v(Q P)
le loro trasformate sotto la trasformazione di contatto qp ~ QP e
cioè le funzioni






- au av au av au aq au apk.(u v)QJ ( )- __ o - aqk a-OT + •aQl aP. aP. aQl aPk aQll l
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dV







che prova l 'a 1 fermazione fatta.
Come ultimi conseguenzé della invarianza della l'P sotto TC conVle
ne menzionare alcune semplici relazioni che sono utili in dirlamica.
Le uguaglianz.
i k
= (O q )01'
in termini espliciti Sl SCrlvono
• k k
ao
l aO 1aq aq
-
aqS -ap aOs al'
s s
e infine
• k)0 1(5.17) aq- •dPk al'.1
In modo analo<Jo • che sussistono le relazionis 1 rl conosce
ap. k al" aO 1aq ap~ :> P.k(5.17') ~ • ~= •- aqK =dPk aO l
,
aO , aP.1
6. Trasformazioni di contatto non omogenee.
Come si è 'I i s to nel nO 2, se nella relazione
(2.6) p.dq 1 p.dq1-
1 1
S1 pone Pn+l = -l
• ottiene trasformazioneSl un3 non omogenea
r Oi • l n+l1 Pl ... pn)oj> (q ... q •I . - ,I(6. l) ,~ l n+lp. ~ . (q .. .q • Pl ·· .Pn)I - ,I 1 1
~
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caratterizzata jalla relazione pfaffiana.
(6.2) p. dQ 1 _
l
d " dqn+lp q -
"
(i=l ... n+l)
(,,= 1. .. n)
Da 11 e (l ) Sl ha:
•




• • •1 l l




Queste equazioni si possono ottenere dalle (3.4) ponendo p = - l :
n+l
ciò prova esplicitamente che una trasformazione di contatto non omogenea
si può ottenerE da una trasformazione di
P - -l. Georretricamente la variabilen+ l -
contatto omogenea ponendo
n+ lq è trattata diversamente
dalle altre, ccme nel caso in cui si scrive, ad es. l'equazione di una
superficie nella forma z = f(xy) anzichè nella forma f(xyz) = O
Viceversa, se nelle (3) si pone
(6.4) P~ - p'/O'
u " • n+ l













(non sommare su ,,)= -
~ usando quest'ultima:














p'(- p~ 2 )-
n+l
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Moltiplicando la prlma delle (3) per -p' l e osservando che e
n+
d~ , 1
aqK , s i ha
(6.6) -DI if' •
. n+ l 1
~loltiplicanco p01 per le seconde delle (3) si ha, usando le (4)
(6.6' ) - p' .
Cl
Moltiplicanto infine per
le ultime dellE! (5) si ha
le ultime delle (3). oppure usando le
(6.6") = O
Infine dalle seconde delle ( 5) s 1 ha
D'
? <P l 1 ;1J; 1 l
- - p -
n+l a ' 3pPn+l ., Cl
e moltiplicando oer "• 1 e tenendo conto delle ultime delle (3)
(6.6''')




1 • • •
Po )
le (6),(6'),(6"},(G" 'l •Sl possono SCrlvere
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Le (7) mostre no che la trasformazione di contatto
e of!logenea.





E' ovvio che se Sl passa dalla trasformazione o~logenea ad una ncr. ornoge









, d n+ l
- p a
. n+ l '
e questo pfaffitno è relativo a una trasformazione di contatto omogenea
Naturalmente e
p. -,' (q p) - - o' •
l l ' n+ l i
e deve essere pure
i _ I",
, 00
- I =òqk I l' O
•
La dimostraz one di questa ultima proprietà V1ene lasciata come eserC1Z10.
Conviene ora scnvere le (5.12),(5.13).(5.14) esplicitamente per i~ caso































o,p , 1 o,p'k o,p , 1 o,p , 1
- - oq2 oq2 -op' . ,;p2 ~
, ò,p,k • o,p'k o,p,k o,p,k;j p ' l
+
o,p , 1 o,p , l o~ , 1
-
--





Utilizzando le (5), tenendo presente che
nuova parentesi, si ha:















oqn+r ) = O























ossla appl icando la definizione data dalla parentesi [J :




Come per il :aso omogeneo, si riconosce che n+l funzioni
•,
~ soddi-





1+1 funzioni soddisfacenti le seguenti condizioni
b) [ i k1$ $ = O (eqq. (9)) .
Si risolva il sistema di equazioni
(6.12)
~.
. , - l
~., = pCl
Questo sistema lineare di n+l equazioni nelle n+l
~er a) è risolubile con la regola di Cramer.
i ncogn ite ".,
•
L'unica soluzione di (12) soddisfa inoltre alle ultime delle (3).
(6.13) ~., = O •
,
Infatti, poiché le $ soddisfano le (9), moltiplicando queste ultime










aqn+l) ('jI ., O .
L'ultima parentesi e nulla per le (12). Resta quindi:
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Hl k k(6.14) ( a~ a~ O'l'.





Questo è ur sistema di n+l • • nelle incognite: 'l'. Hequazlom n
1 ap
"
e basta dimostrare che esiste un sistema di n equazioni estratte da
(14) aventi la sola soluzione nulla per concludere che le (13), cioè le
ultime delle (3), sono soddisfatte. (Ovviamente valori tutti nulli delle
incognite sodcisfano anche l'ultima equazione). Ciò equivale a trovare,




minore di ordine n non nullo.
Risolvendo le prime n+l delle (3) 51 ha:
l k-l k+l n+la~
a4> aci> a4> • • •
---aqr-
-p aqT • • • aqr ---aqr-l
ami (-1/ l
k-l k+l n+ l
(6.15) a~ aci> a4>w - a~ aq2 aq2 aq2~q I 'k • • • • • •-p aq22






si ha,sviluppando il membro destro dell 'ultima
• ( ( k) indica l'assenza dell a colonna delle ~ , )rlga k
l n+l I. (k) n+ l ( k)
4>1" '4>1 -p ci> l' . '~1l
l
















l 3 n~l ( k) l n+1 (k) l Z n+1 ( k ì
-p $1 $f" $1 $I'''~ 1 Pl4>n+1 $1 ...$ l1
z
+ $1 + - + +
(6.16) 3 n+14> .. .4>
·n n
l n+1$ . . . $
n n
1 Z 3 n+1 (k)$1 P1 ~I $1 • • • 4>1
+ + • • •
I Z 3 n+1
$n o $1 4> • • • 4>n'n n
Si può notare che questa è una somma di matrici di ordine n aventi a
due a due n-l colonne uguali: le colonne diverse contengono(tranne che
per la prima matrice) le P1" .Pn' Per es. le Orlme due matrici hanno solo
la prima colonna diversa. Sommandole si ha:
Questa matrice differisce ora dalla terza matrice che compare nella (16)
per le sole prlme due colonne. Si può però osservare che, se si scrive
l l Z Z 3 n+lQI + Pl4>n+1 $1 + P1 $n+1 $1 ••• $1
(6.17)
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
l n z 2 3 n+1
~n + pn$n+1 <P + Pn<P n+1 <P n <P nn
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si ottiene effettivamente la somma delle prlme tre matrici nel1 'ultimo
membro della (16). Infatti ;crivendo la (17) come somma di matrici, Sl
ottengono, oltre alle prlme tre matrici (16), anche la matrice
2 P1 • • • • • •
~r+l ~n+ l p n
'n
che ha determinante nullo p~rché ha due colonne uguali.
E' chiaro allora che, se si procede in questo modo, la somma delle






Slasistema(12) date dalle(l5), una almeno,
,
Le matrici a destra nella (15) non sono quindi riducibili alle tra-
n delle matrici del sistema (14).sposte dei rr.inori di ordine
Fra l e soluzioni w de l, ,l
• diversa daessa w e zero e
, k'
nella ( l 5) e diversa da zero.
quindi la corrispondente matrice a destra
Di conseguenza una almeno delle matrici (18)
é diversa da zero e cioé uno almeno dei sistemi di ordine n estratti da
(14) ha determinante non nullo. Perciò sussistono le (13).
,
Si conclude che se le ~l soddisfano le condizioni a) e b) esse indi
viduano una trasformazione di contatto non omogenea.
Appendice al n. 6.
Nel caso in cui la (6.2) Sla data esplicitamente nella forma (2.5)
(6.19) dZ - lP,dQ = a(dz
l
l
- p. dq )
l
(i - l ... n)

























Le (9),(10) = (11) si tr ducon) facilmente ,n termini delle ZQP.
Per Q,Z si hò direttament :
poiché le funzioni <I>,</>' che compaiono nelle (2.1) sono della stesso
tipo del caso precedente.
Analogamente usando le (10) si ha:









l r '2 L'!'~l+~ n+ l Cl 6-
,'l'6 rw
w c
, n+ l "
l 1 +w _
n+l
~" r ,- ,) w -
-
'. " E'•, n+ l n+l
=(per le (10))= l-~-('!'
'r









w a'!'e a~n+ l" (~ n+l ) O, - '!' -w~ az 6 )z
, n+ l





'~ 6 aQ6 ).,.










se "F 6 e 6 F n+l


























7. Trasformazioni di contatto non omogenee ristrette. (Trasformazioni







n+ l n+l n+ l l n
è della forma ~ + q + ~ (q .,.q Pl"'P
n
)
qn+l, la trasformazione di contatto è detta "ri
Sono di questo tipo le trasformazioni canoniche della meccanica anali-
tica. In seguito S1 userà sistematicamente l'espressione trasformazioni
canoniche (T C ) ,
La relazione (6.3)
l l l




n+l n+l n+l ( ql n
... Pl· .. Pn):S1 scn vono per ~ + o + ~ ... q,
n+l
~
a.p l cioè ~ laql - - - -n+ l n+l
a.pB n+ l a.pB n+l
w w
a.p
cioè ~ ~ a~- p - p -






















o i nfi ne
S n+l a$S a$!(7. l ) ~ -l • 'r :$ p + a$ • ~- , - , -
n+l S
'"
Il aq" S ap apIl Il
Da questa segue che le i nd i pendent i da n+l" sono q •
Le (5.9) • scrivonoS1
r k ~] k ~ k ~ ~ ka$ a$ a$ a$ ) O,.$ $ - ($ $ )+p ( aqn+r - aqn+1 - •Il ap apIl Il




:~n+r = O e quindi le precedenti si riducono alle
r n+l S] (n+1 8)










- O ; ~ - l, resta
Dalle (6.10) segue
[~ .~ k] = ~.
1 1
essendo le ~ indipendenti da qn+l. Poiché inoltre
a~'r~ '~kJ = ('l' '~k)+P ( ----=..:...L




Dalle (6.11) si ha poi,come sopra:
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(i # n+ l )
e quindi
( n+ l)\~ (i - n+ l )
(~ ~n+l) n+l n+lr n+l] a~a a~ Hg a~ )L~ ~ - + D ( aqn+1 - aqn+l -a a 'B aPB apa
n+l n+ la~








~ ,~ - Pa ap
a
( n+l) aw"~ ,~ - ~ - p
a a B ap
a
Sicché per le Te le (6.9),(6.10),(6.11) si riducono alle (7.2). La prima
riga di queste relazioni coincide con le (5.16) e mostra che le più ge-
nerali trasformazioni di contatto, per le quali sussistono le relazioni
di commutazione, sono le Te. Si riconosce facilmente che anche l'invarian
za delle PP di due funzioni sotto Te sussiste come per le trasformazio
nl omogenee.
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Ricalcando il procedimento del n° 3 S1 riconosce che:
Se l e o (o = l ... n) sono n funzioni, fra loro indipendenti,
delle soddisfacenti le relazioni:
ex B(~,~)=O
n+l
e ~ una qualunque funzione di soddisfacentt le
relazioni
l e equazi oni
( n+ l B)~ ,~ - pex




dove le sono univocamente determinate dalle (6.3), determinano una
TC per la quale
p dO n+l + P dOo _
n+ 1 a d
n+ l






(7.4 ) o exP dO = P dq +
o o
d~ n+ l .
Questa relazione caratterizza le TC.












e da queste si r1cavano le ultime due righe delle (2).
E' facile riconoscere, infine, che se sono date 2n funzioni
soddisfacenti le relazioni che compaiono nella prima riga delle (2) è
n+lpossibile determinare una funzione $ che soddisfi le restanti rela
• • (2) .Z10nl
Da 11 e (6.3) • ha infatti:Sl
n+ l a$Y n+l H Y(7.5) a$ • - p • a$ ~- -aqa , - •aqa Y a ap Y ap
a a
Se l e a$ , ~
a
sono date, Sl può dimostrare che le condizioni espres
se dalla prima riga della (2) aSSlcurano
siano le derivate di un'unica funzione,




1 secondi membri delle (5)










- D ) -
·S + ~ y
a
---='0'q13'-- ( ) - aaqa ( )



















a ('l' acj'y a'l'y <<p Y • 'l' a<p
Y
ap ) - -aqCl y aqCl 'p Y appa qClB ' B
e sottraendo
Cl Cl B{nB Cl 1 - 6 - 6 - 6 = O, •• cB B Cl
(Le PL sono nulle in virtù dell 'ipotesi che Sl annullino le P.P.).
n+1Esiste quindi una funzione <P soddisfacente le (5): in definitiva
tutte le (2) sono soddisfatte e pertanto le 2n funzioni
sfacenti le relazioni canoniche delle PP, individuano una Te.
Questo risultato sarà usato a proposito dei gruppi di funzioni e, in par
ticolare, nel degli integrali • • del moto.caso prlm1
Se l e B omogenee di grado nelle deve ottenere<P sono zero, p SlCl
trasformazione Infatti • consideri i l sistemauna omogenea. Sl ••
( n+ l B) O$ ,<p - (B = 1. .. n) •
questo e un sistema differenziale lineare e la identi
tà di Jacobi mostra che esso è completo: esso possiede quindi 2n-n = n
integrali indipendenti. Ma le $B sono già n integrali in virtù delle
n+l
relazioni di commutazione. Quindi <P è funzione delle <p B. Le (4) dan
no in questo caso
a<p B
n+ l 8
a<p B n+ l a<p B
'!'
a<p a<p
'l' a<p O- - p • a$B- , -B aq" a~B aqCl Cl B ap apCl
"
ossla
n+ l B n+ l B( .., a<p a<p - ('l' - a<p ) a<p Oa<p rr-) p •- - -, a<p BB aqCl Cl 8 apCl
Queste relazioni sono le (3.4) quando
n+l
a<p
'l'B 4 'l'B - a<pB~
e quindi la trasformazione è omogenea.
•Sl ponga
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f O eliminando le p dalle re-
e
s i han+ l+ ~n+lqe sostituendole nella
Si torni ora alle (3). Se
lazioni
( 7. 6) n+lq l n l n= F(q ... q , Q ... Q ) ;
questa funzione 1n dinamica è detta generatrice della TC.
I ~P~B1 ~Più in generale se il rango della matrice o I e
l n l n
oltre alla (6) altre r-l funzioni F (q ... q ; Q ... Q )
a
n-r esistono,
(a - 2... r)
tali che le equazioni
(7.7)
sono conseguenza dell 'annullarsi di
(k - l. .. r)
•












che S1 riducono alle (3.7).
( 7 .8) P
a
se la matrice ha rango maSS1mo.
Come nel caso omogeneo e nel caso non omogeneo generale, le trasforma
zioni non omogenee ristrette formano gruppo.
Siano allora qo ~ pn e QP ~ qp due TC. Dalle relazioni
•
n.d ~ 1 1 + d wl (q~)- p.d ql . 1 .
P. dQ1 p.d q1 + d w2(qQ)-1 1





= n. d ~
1
Dett~ quindi w la generatrice della trasformazione ~n ~PQ, S1 ha
(7.9)
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W=W 2 -W 1
dove naturalmente la funziore w va espressa nelle variabili 4,0.
A tale scopo, poiché w2 dipende dalle q e dalle O, mentre w l
di pende da 11 e e dalle •q, basta esprimere le q ln funzione delle
e de 11 e O,
Dalla TC di generatrice vi l
•l l hi (o n)q - a (pn) p. -- l
e dalla TC di generatrice w2
P. = d.(qp)
l l
Sl ottiene per semplice sostituzione la TC individuata da w ,- VI
•
•
01 -l -l- C (o o) P. = d (or,)l
ottengono l e l che sostituiInvertendo le prlme n di queste Sl ,( pO )
• lte nelle a' (00) forniscono le • funzione delle ~ otq ln •
Come caso particolare della discussione ora fatta, e come del resto è
ovvio dalla (4), se una TC ha generatrice w, la TC inversa ha genera
trice -w.
In dinamica hanno un ruolo fondamentale le famiglie ad un parametro
di TC. In generale una famiglia ad un parametro di trasformazioni di
contatto
(7.10) l$ (q P t) ;P.=~.(qpt)
l l
e una famiglia di trasformazioni tali che per ogni vòlore di t (in un interval
lo opportuno)la trasformazione precedente è di contatto. In partiw-
lare se le (10) sono trasformazioni canoniche, per ogni valore di t
esiste una funzione generatrice della corrispondente trasformazione. Esi-
ste dunque una famiglia di generatrici, ossia una funzione F(q Ot). Poiché
- 71 -
per ogn1 t - t
o






















dove ora dF indica il differenziale totale di F nelle 2n+l variabili
qOt. Questa relazione è fondamentale in dinamica.
8. Trasformazioni di contatto infinitesime.
Si consideri ancora la famiglia ad un parametro (7.10).
Il .- interessante è quello (7.10) costitui scanocaso p1U 1n CUl un grup
po ad un parametro (ne l parametro t) • Sla t = O il valore del parametr,.•
corrispondente alla identità, cioè:
. .
1 l
q =. (gpO) ; p.= ·.(qpOl
1 1
La trasformazione corrispondente ad un valore ~t picco~ del para-
metro e:
(8. l ) 01 1 1- q + ( 6t •, P. = p. + ',et .
l l
Si cominci col caso 1n cui le trasformazioni S1ano omogenee. Introdu-
cendo re (l) ne 11 a (2.6) s i ha:
k 1
(8.2) a( O a( O.n . + Pk aqK - Pk -l aPk
Se Sl introduce la funzione
(8.3) c =
(l) S1' supoone F d1' classe t' t t' t'oppor una 1n u t1 1 SU01 argomen l.
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si ha, utilizzando le (2)







Confrontando l'ultima con la (3) Sl ha
(8.5) c = Pk
e quindi c e omogenea di primo grado nelle p.




~ sono cioé omogenee di grado zero nelle p e quindi, per la
Viceversa, assegnata una funzione c delle
di grado uno nelle p, le • e l e defi nite
"
( 2) . Infatti • haSl
k ?
a~ a c
Pk - Pk-ap. òPiò Pkl
(3), c e omogenea di grado uno in queste variabili.
q e delle p, omogenea
dalle (4) soddisfano le
e questa è nulla perché c e omogenea di grado uno nelle p. Inoltre ln
vi rtù della (5)
p.
l
e quindi sussistono entrambe le (2).
In conclusione
Ogni trasformazione di contatto omogenea infinitesima e defi nita da equa
zione del tipo
01 l ac et P. acq + • = p. et- -, aq lap. l ll
dove c e omogenea di primo grado nelle p. Ino ltre ogm funzione di que
sto tipo genera una trasformazione di contatto omogenea infinitesima.
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Se l a trasformazione è -l le (6.3) •non omogenea, preso Pn+l - S1
scn vono:
n+l a~" n+1 a~e(8.6) a~ + p O • a~ Pe O (o.,e 2... n)n. - aq1 - - - -aq1 , aD ap1 a
a a
•e se S1 pone






















Viceversa per ogni funzione F delle
soddisfatte e quindi la più generale TC
finita da equazioni della forma:
l n+ l
q ... q ,Pl" ·Pn le (6) sono













Queste ultime relazioni sussistono nella stessa forma anche se la TC
e ristretta.
9. Notazione compatta.
Nel seguito sarà conveniente, 1n qualche caso, disporre di una notazio
ne compatta che renda più spediti i calcoli.
comodità le variabiliDenotando per
l n+ l 2 n
.~ ••• ljJ ••• i.' • e introducendo la
l n








(dove O e I denotano rispetto la
entrambe di ordine n), e i simboli
matrice nulla e la matrice unità




(9. Z) (f 9) = aB _( a fo 9
a B
mentre le condizioni di canonicità di una trasformazione w ~ Q Sl espr1-
mono nella forma:
(9.3) •
Questa notazione compatta rende molto spediti i calcoli. A titolo di





aBX o o f (s=l,Z)- ( a ,- - oaq1 oq1 -s op. op. a S B1 1
Risulta per una generlca funzione 9
che mostra il fatto ben noto che i l commutatore di Xl e Xz e un opera
tore lineare del prlmo ordine.
D'altra parte Sl ha pure
(f l (f Z9))
ik
o/lok( n o fza g)- ( r 1
e confrontando col secondo membro della (3 ) Sl vede che Sl può SCrl vere:




aB( o (f.fk)o g.B l a
In particolare la (4) permette di controllare con facilità se un Sl-
stema del tipo:
(9.5) X.f = (f. f) = O
l l
(i = l ... r < 2n)
e completo o no. Per es. se nella (4) risulta (v.III n° l) per ogn1 1 e k:
( f / k) = Fi k( f l ... f r) s i ha






- ( ò f oB a a
Poiché i commutatori degli operatori X sono combinazioni lineari de-
gl i operatori stessi un sistema di tipo (5) é completo (CAP. I n. 5)
Nel seguito, a seconda della conven1enza, si userà la notazione compat
ta o la notazione esplicitf q p.
